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1Spectroscopie de Bragg et mode du continuum de
paire brise´e dans un gaz de fermions superfluide
Yvan Castin
Re´sume´ : Les gaz superfluides de fermions de spin 1/2, condense´s par paires, sont cense´s pre´senter a` vecteur d’onde
non nul un mode d’excitation collectif encore inobserve´ dans leur continuum de paire brise´e. A` l’aide de la the´orie BCS
a` tempe´rature nulle et dans la limite des grandes longueurs d’onde, nous pre´disons que ce mode est quantitativement
observable (en fre´quence, largeur et poids spectral) dans la re´ponse d’un gaz d’atomes froids a` une excitation de Bragg par
laser, si l’on mesure la perturbation induite sur le module du parame`tre d’ordre plutoˆt que sur la densite´.
PACS No : 67.85.-d
Abstract: The superfluid, pair condensed spin-1/2 Fermi gases are supposed to exhibit at nonzero wave vector a still
unobserved collective excitation mode in their pair-breaking continuum. Using BCS theory at zero temperature and in the
long wavelength limit, we predict that this mode is quantitatively observable (in frequency, width and spectral weight)
in the response of a cold atom gas to a laser Bragg excitation, if one measures the perturbation induced on the order
parameter modulus rather than on the density.
PACS No.: 67.85.-d
1. Introduction
On sait de´sormais pre´parer en laboratoire un gaz d’atomes
froids fermioniques de spin 1/2 dans une boıˆte de potentiel a`
fond plat [1], donc spatialement homoge`ne [2–4]. Ces atomes
sont le sie`ge d’une interaction attractive dans l’onde s entre
e´tats de spins oppose´s ↑ et ↓ de type van der Waals, de porte´e b
ne´gligeable et de longueur de diffusion a ajustable par re´sonan-
ce de Feshbach magne´tique [5–10]. On peut s’arranger pour
le gaz soit non polarise´, c’est-a`-dire qu’il comporte le meˆme
nombre de particules dans ↑ et ↓. Aux tre`s basses tempe´ratures
atteintes expe´rimentalement, on peut alors supposer, en premi-
e`re approximation, que tous les fermions s’assemblent par pai-
res lie´es ↑↓, e´quivalentes pour notre syste`me neutre aux paires
de Cooper des supraconducteurs, ces paires formant de plus un
condensat et un superfluide, comme le pre´dit la the´orie BCS.
A` la limite thermodynamique, a` vecteur d’onde d’excitation
q fixe´, le spectre d’excitation du syste`me a` tempe´rature nulle
comporte un continuum de paire brise´e, de la forme εq/2+k +
εq/2−k, ou` k 7→ εk est la relation de dispersion d’un fragment
de paire brise´e et le vecteur d’onde relatif k des deux fragments
de´crit tout l’espace de Fourier tridimensionnel. Lorsque les
paires lie´es ont un caracte`re de boson composite affirme´, c’est-
a`-dire que k 7→ εk atteint son minimum en k = k0 > 0, on
s’attend a` ce que ce continuum abrite une branche d’excitation
collective par brisure de paire, d’e´nergie complexe zq, s’e´car-
tant quadratiquement en q de sa limite 2∆ en q = 0, ou` ∆
est le parame`tre d’ordre du condensat de paires, pris re´el a`
l’e´quilibre. Ceci est pre´dit aussi bien dans la limite de couplage
faible ∆ ≪ εF [11], ou` εF est l’e´nergie de Fermi du gaz, que
dans la limite de couplage fort ∆ ≈ εF [12, 13] ; d’apre`s la
the´orie BCS de´pendant du temps utilise´e, il suffit que le po-
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tentiel chimique du gaz soit positif, µ > 0. Notons que le
mode du continuum est souvent appele´ mode d’amplitude, ou
meˆme mode de Higgs [14] mais l’analogie avec la physique
des hautes e´nergies n’est qu’approximative [15] et la relation
de dispersion donne´e dans la re´fe´rence [14] est incorrecte.
La question est de savoir comment mettre en e´vidence cette
branche du continuum, pour l’instant inobserve´e. Sous cer-
taines conditions, les fonctions de re´ponse line´aire (ou sus-
ceptibilite´s) χ du syste`me a` une excitation de pulsation ω et
de vecteur d’onde q non nul doivent pre´senter, en fonction
de la pulsation, un pic centre´ pre`s de ω = Re zq/~ et de
mi-largeur approximative Im zq/~, au-dessus du fond large
de re´ponse du continuum. C’est bien le cas de la fonction de
re´ponse module-module χ|∆||∆|(q, ω), ou` l’on regarde l’effet
sur le module du parame`tre d’ordre d’une excitation en module
du parame`tre d’ordre via une modulation spatio-temporelle de
la longueur de diffusion [12] ; une telle excitation est cepen-
dant difficile a` mettre en oeuvre. En revanche, l’excitation en
densite´ d’un gaz d’atomes froids par une impulsion de Bragg,
au moyen de deux faisceaux laser de diffe´rence de pulsation ω
et de diffe´rence de vecteur d’onde q, est une technique bien
rode´e en laboratoire, qui a donne´ naissance a` une ve´ritable
spectroscopie de Bragg [16–20]. Selon que l’on mesure la vari-
ation de la densite´ totale ρ du gaz (par absorption ou dispersion
d’un faisceau laser [21]) ou du module |∆| de son parame`tre
d’ordre (par interfe´rome´trie [22] ou bosonisation des paires ↑↓
par rampe de Feshbach rapide [21,23]) a` la suite de l’impulsion
de Bragg, on acce`de aux fonctions de re´ponse χρρ(q, ω) et
χ|∆|ρ(q, ω). D’un coˆte´, la susceptibilite´ densite´-densite´ d’un
gaz de fermions superfluide a fait l’objet de nombreuses e´tudes
the´oriques [24–29] et expe´rimentales [18–20], mais sans que
la moindre attention ait e´te´ preˆte´e au mode du continuum ;
de l’autre, la susceptibilite´ module-densite´ a e´te´ rarement cal-
cule´e, et a` notre connaissance jamais mesure´e avec des atomes
froids. L’objectif du pre´sent travail est de combler ces deux
lacunes, du moins sur le plan the´orique.
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2. Fonctions de re´ponse dans la the´orie BCS
Notre gaz de fermions condense´ par paires, initialement pre´-
pare´ a` l’e´quilibre a` tempe´rature nulle, est soumis a` une excita-
tion en densite´, c’est-a`-dire a` une perturbation de son hamil-
tonien de la forme
Wˆ (t) =
∫
d3r U(r, t)
∑
σ=↑,↓
ψˆ†σ(r)ψˆσ(r) (1)
ou` le potentiel re´el U(r, t) de´pend du temps et de l’espace, et
les ope´rateurs de champ ψˆσ(r) et ψˆ
†
σ(r), e´crits en point de vue
de Schro¨dinger, annihilent et cre´ent un fermion dans l’e´tat de
spin σ au point r et obe´issent aux relations d’anticommutation
fermioniques habituelles. LorsqueU(r, t) est suffisamment fai-
ble ou s’applique pendant un temps suffisamment court, la re´-
ponse du syste`me sur une observable Oˆ est line´aire, c’est-a`-
dire que l’e´cart δ〈Oˆ〉 de la valeur moyenne de Oˆ a` sa valeur a`
l’e´quilibre est une fonctionnelle line´aire de U , de´crite par une
susceptibilite´ χOρ. Nous nous limitons ici a` deux observables,
la densite´ totale ρ et le module |∆| du parame`tre d’ordre com-
plexe∆ de´fini dans la re´fe´rence [30] :
δρ(r, t) =
∫
d3r′
∫
dt′χρρ(r− r′, t− t′)U(r′, t′) (2)
δ|∆|(r, t) =
∫
d3r′
∫
dt′χ|∆|ρ(r− r′, t− t′)U(r′, t′) (3)
Comme l’e´tat initial du syste`me est stationnaire et spatialement
homoge`ne, les susceptibilite´s ne de´pendent que de la diffe´rence
des temps et des positions ; elles sont aussi causales donc re-
tarde´es (nulles si t < t′). En pratique, l’excitation de Bragg
mentionne´e dans l’introduction correspond au potentiel de de´-
placement lumineux U(r, t) = U0e
i(q·r−ωt)+ c.c., ou` l’ampli-
tudeU0 est complexe. Elle donne ainsi acce`s, comme le montre
le report de U(r, t) dans (2) et (3), a` la transforme´e de Fourier
spatio-temporelle des susceptibilite´s :
χ(q, ω) ≡
∫
d3r
∫
dt ei[(ω+iη)t−q·r]χ(r, t) (η → 0+)
(4)
Le facteur e−ηt assurant le convergence de l’inte´grale sur le
temps est habituel des fonctions de Green retarde´es [31].
Pour obtenir une expression approche´e des susceptibilite´s a`
l’aide de la the´orie variationnelle BCS de´pendant du temps, il
est commode d’utiliser un mode`le sur re´seau cubique de pas
b dans le volume de quantification [0, L]3 avec des conditions
aux limites pe´riodiques, en faisant tendre b vers ze´ro et L vers
l’infini a` la fin des calculs. Les fermions de massem ont la re-
lation de dispersion de l’espace libre k 7→ Ek = ~2k2/2m sur
la premie`re zone de Brillouin D = [−π/b, π/b[3, et on l’e´tend
par pe´riodicite´ au-dela`. Ils interagissent par le potentiel binaire
de contact V (ri, rj) = g0δri,rj/b
3, avec une constante de cou-
plage nue g0 ajuste´e pour reproduire la longueur de diffusion a
de l’expe´rience [32, 33] : 1/g0 = 1/g −
∫
D
d3k
(2pi)3
1
2Ek
ou` g =
4π~2a/m est la constante de couplage effective. L’e´tat fonda-
mental grand canonique du gaz de potentiel chimique µ est ap-
proxime´ par l’habituel e´tat |ψ0〉, e´tat cohe´rent de paires brisant
la syme´trie U(1) : c’est le vide des ope´rateurs d’annihilation
fermioniques γˆkσ de quasi-particules de´finis plus bas. L’ansatz
variationnel BCS s’e´tend au cas de´pendant du temps [34], et le
parame`tre d’ordre vaut simplement
∆(r, t) = g0〈ψ(t)|ψˆ↓(r)ψˆ↑(r)|ψ(t)〉 (5)
Pour obtenir χ(q, ω), le plus simple est de conside´rer une ex-
citation percussionnelle en temps et de vecteur d’onde non nul
bien de´fini, U(r, t) = ~ǫ cos(q · r)δ(t), avec ǫ→ 0. La the´orie
des perturbations de´pendant du temps donne le vecteur d’e´tat
juste apre`s la perturbation au premier ordre en ǫ :
|ψ(0+)〉 ≃
[
1−iǫ
∫
d3r cos(q · r)
∑
σ
ψˆ†σ(r)ψˆσ(r)
]
|ψ(0−)〉
≃
[
1+
iǫ
2
∑
k
(U+V−+U−V+)(γˆ
†
+↑γˆ
†
−↓+q↔−q)
]
|ψ0〉 (6)
Ici, les indices + et − font re´fe´rence aux nombres d’onde
q/2 + k et q/2 − k, les coefficients Uk = [ 12 (1 + ξk/εk)]1/2
et Vk = [
1
2 (1 − ξk/εk)]1/2 sont les amplitudes des modes de
quasi-particules sur les particules et les trous, et k 7→ εk =
(ξ2k + ∆
2)1/2 est leur relation de dispersion BCS, avec ξk =
Ek − µ + g0ρ/2.1 L’e´volution de la densite´ et du parame`tre
d’ordre pour un tre`s faible e´tat cohe´rent de paires de quasi-
particules comme (6) a e´te´ calcule´e avec la the´orie BCS de´-
pendant du temps [35, 36] ; en particularisant les expressions
ge´ne´rales de la re´fe´rence [13], nous trouvons pour t > 0 :(
2i∆(δθ)q(t)
2(δ|∆|)q(t)
(δρ)q(t)
)
= (−iǫ)
∫ iη−∞
iη+∞
dz
2iπ
e−izt/~
M(z,q)
(
Σ13(z,q)
Σ23(z,q)
Σ33(z,q)
)
(7)
ou` θ(r, t) = arg∆(r, t) est la phase du parame`tre d’ordre et
Xq est le coefficient de Fourier deX(r) sur l’onde plane e
iq·r.
Nous avons duˆ introduire la matrice 3×3, fonction de l’e´nergie
complexe z dans le demi-plan supe´rieur et du nombre d’onde,
M(z,q) =
(
Σ11(z,q) Σ12(z,q) − g0Σ13(z,q)
Σ12(z,q) Σ22(z,q) − g0Σ23(z,q)
Σ13(z,q) Σ23(z,q) 1− g0Σ33(z,q)
)
(8)
de´crite par les six coefficients inde´pendants :
Σ11(z,q) =
∫
D
d3k
(2π)3
(ε+ + ε−)(ε+ε− + ξ+ξ− +∆2)
2ε+ε−[z2 − (ε+ + ε−)2] +
1
2εk
Σ22(z,q) =
∫
D
d3k
(2π)3
(ε+ + ε−)(ε+ε− + ξ+ξ− −∆2)
2ε+ε−[z2 − (ε+ + ε−)2] +
1
2εk
Σ33(z,q) =
∫
D
d3k
(2π)3
(ε+ + ε−)(ε+ε− − ξ+ξ− +∆2)
2ε+ε−[z2 − (ε+ + ε−)2]
Σ12(z,q) =
∫
D
d3k
(2π)3
z(ξ+ε− + ξ−ε+)
2ε+ε−[z2 − (ε+ + ε−)2]
Σ13(z,q) =
∫
D
d3k
(2π)3
z∆(ε+ + ε−)
2ε+ε−[z2 − (ε+ + ε−)2]
Σ23(z,q) =
∫
D
d3k
(2π)3
∆(ε+ + ε−)(ξ+ + ξ−)
2ε+ε−[z2 − (ε+ + ε−)2]
1. Il a fallu utiliser les de´veloppements modaux des ope´rateurs de
champ, ψˆ↑(r) = L−3/2
∑
k
(γˆk↑Uk − γˆ†−k↓Vk)eik·r et ψˆ↓(r) =
L−3/2
∑
k
(γˆk↓Uk + γˆ
†
−k↑Vk)e
ik·r.
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En spe´cialisant (2) et (3) a` l’excitation percussionnelle con-
side´re´e, il vient aise´ment pour notre mode`le sur re´seau :
χρρ(q, ω) = (0, 0, 1) · 2
M(z,q)
(
Σ13(z,q)
Σ23(z,q)
Σ33(z,q)
)∣∣∣∣∣
z=~ω+iη
(9)
χ|∆|ρ(q, ω) = (0, 1, 0) ·
1
M(z,q)
(
Σ13(z,q)
Σ23(z,q)
Σ33(z,q)
)∣∣∣∣∣
z=~ω+iη
(10)
ce que nous exploiterons pour un espace continu dans la suite.
3. Dans le croisement CBE-BCS
Dans l’espace a` un parame`tre mesurant la force des interac-
tions, on appelle croisement CBE-BCS la zone interme´diaire
entre la limite d’attraction forte kFa → 0+, ou` l’e´tat fonda-
mental du syste`me est un condensat de Bose-Einstein (CBE)
de dime`res ↑↓ de taille a petite devant la distance moyenne en-
tre particules, et la limite d’attraction faible kFa → 0−, ou`
l’e´tat fondamental est un e´tat BCS de paires lie´es ↑↓ de taille
ξ ≈ ~2kF /m∆ bien plus grande que la distance interatomique.
Ici kF = (3π
2ρ)1/3 est le nombre d’onde de Fermi du gaz. Le
croisement correspond donc au re´gime 1 . kF |a|, qui est aussi
celui dans lequel les gaz d’atomes froids fermioniques super-
fluides sont pre´pare´s en pratique, pour e´viter de fortes pertes
de particules par collision a` trois corps dans la limite CBE et
des tempe´ratures critiques trop faibles dans la limite BCS.
Or, notre mode`le sur re´seau doit toujours avoir un pas b ≪
1/kF pour bien reproduire la physique de l’espace continu.
On a donc aussi b ≪ |a|, et l’on est conduit a` faire tendre b
vers ze´ro a` longueur de diffusion fixe´e. On remplace alors la
premie`re zone de Brillouin D par l’espace de Fourier tout en-
tierR3. Dans la de´finition desΣij , cela ne conduit a` aucune di-
vergence ultraviolette ; cela en de´clenche une dans l’expression
de 1/g0, ce qui fait tendre g0 vers ze´ro dans la matrice (8) :
g0 → 0 (11)
La relation de dispersion des excitations BCS se re´duit a` εk =
[(Ek−µ)2+∆2]1/2 ; elle admet un minimum∆ en un nombre
d’onde k0 > 0, et le gaz admet une branche d’excitation col-
lective du continuum de de´part 2∆ [12,13], lorsque le potentiel
chimique µ est > 0, ce que nous supposerons de´sormais. De
meˆme, les expressions (9) et (10) des susceptibilite´s se simpli-
fient comme suit :
χρρ =
2
∣∣∣∣∣
Σ11 Σ12 Σ13
Σ12 Σ22 Σ23
Σ13 Σ23 Σ33
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ Σ11 Σ12Σ12 Σ22
∣∣∣∣
, χ|∆|ρ =
∣∣∣∣ Σ11 Σ13Σ12 Σ23
∣∣∣∣∣∣∣∣ Σ11 Σ12Σ12 Σ22
∣∣∣∣
(12)
ou` |A| est le de´terminant de la matrice A, et ou` l’on a sous-
entendu la de´pendance des χ en (q, ω) et des Σij en (z,q)
pour alle´ger.2
2. En effet, le vecteur x = M−1s est solution du syste`meMx = s,
que l’on re´sout par la me´thode de Cramer, avec s le vecteur colonne
de (9) et (10), pour obtenir ses coordoonne´s x2 et x3.
Cherchons la trace e´ventuelle du mode du continuum dans
les fonctions de re´ponse dans la limite des faibles nombres
d’onde, q → 0, ou` la partie imaginaire de l’e´nergie complexe
zq est la plus faible. C’est la` que le mode a a priori le plus de
chance de bien se de´tacher du fond de re´ponse large du con-
tinuum sous forme d’un pic e´troit en la pulsation ω. Dans cette
limite, sous la condition q ≪ k0 min(∆/µ, (µ/∆)1/2) [13], la
branche du continuum a une dispersion quadratique en q :
zq =
q→0
2∆+ ζ0
~2q2
2m
µ
∆
+O(q3) (13)
Le coefficient ζ0 est solution dans le demi-plan complexe infe´-
rieur d’une e´quation transcendante donne´e dans la re´fe´rence
[12] (ge´ne´ralisant celle de [11] au croisement CBE-BCS) ; sa
partie re´elle est positive pour ∆/µ < 1, 21, et ne´gative sinon.
Calculons donc les fonctions de re´ponse sur l’axe re´el des pul-
sations pre`s du mode du continuum, en imposant la meˆme loi
d’e´chelle en nombre d’onde que dans (13) :
~ω ≡ 2∆ + ν ~
2q2
2m
µ
∆
(ν ∈ R) (14)
c’est-a`-dire en faisant tendre q vers ze´ro a` fre´quence re´duite ν
quelconque fixe´e. Dans la suite, il sera commode de poser
ζ = ν + iη (η → 0+) (15)
par analogie avec z = ~ω+ iη dans (9) et (10). La me´thode de
de´veloppement des quantite´s Σij en puissances de q a` ν fixe´e
est connue [12] : il ne suffit pas de de´velopper naı¨vement les
inte´grales sur k sous le signe somme en puissances de q, mais
il faut traiter a` part la couche de vecteurs d’onde k d’e´paisseur
∝ q autour de la sphe`re k = k0, qui donne en ge´ne´ral la con-
tribution dominante : les de´nominateurs d’e´nergie y prennent
des valeurs extreˆmement faibles, de l’ordre de q2. 3 Les formes
(12) conduiraient a` des calculs assez longs car, a` l’ordre domi-
nant en q, la premie`re et la dernie`re colonne des de´terminants
aux nume´rateurs sont e´quivalentes (Σi3 ∼ Σ1i, 1 ≤ i ≤ 3),
ce qui donne un re´sultat nul et oblige a` aller chercher les or-
dres sous-dominants des Σij . On peut heureusement effectuer
d’astucieuses combinaisons line´aires sans changer la valeur
de ces de´terminants, en soustrayant la premie`re colonne de la
dernie`re puis, seulement dans χρρ, en soustrayant la premie`re
ligne de la troisie`me :
χρρ=
2
∣∣∣∣∣
Σ11 Σ12 δΣ13
Σ12 Σ22 δΣ23
δΣ13 δΣ23 δΣ33
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ Σ11 Σ12Σ12 Σ22
∣∣∣∣
, χ|∆|ρ=
∣∣∣∣ Σ11 δΣ13Σ12 δΣ23
∣∣∣∣∣∣∣∣ Σ11 Σ12Σ12 Σ22
∣∣∣∣
(16)
3. Apre`s passage en coordonne´es sphe´riques d’axe q, on se´pare le
domaine d’inte´gration sur le module k en les deux composantes
I = [1 − Aq, 1 + Aq] et J = R+ \ I , ou` A ≫ 1 est fixe´. Sur J ,
on de´veloppe directement l’inte´grande en puissances de q a` k fixe´.
Sur I , on effectue le changement de variable k = k0+ qK puis on
de´veloppe l’inte´grande en puissances de q a` K fixe´. On regroupe
les contributions de I et J ordre par ordre en q, puis on fait tendreA
vers +∞ dans les coefficients des monoˆmes qn. Dans les re´sultats
(18), la contribution de J est ne´gligeable sauf dans δΣ
[2]
23 et δΣ
[2,3]
33 .
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avec
δΣ13≡Σ13−Σ11, δΣ23≡Σ23−Σ12, δΣ33≡Σ33+Σ11−2Σ13
(17)
On de´veloppe alors ces δΣ apre`s recalcul de leur inte´grande
par combinaison line´aire des inte´grandes des Σij . Il suffit ici
de connaıˆtre l’ordre dominant des δΣ et celui des Σij restants,
sauf pour δΣ33 ou` l’ordre sous-dominant est requis :
Σˇ
[−1]
11 =
∆ˇ
8iπ
asin
1√
ζ
, Σˇ
[1]
22 =
ζ asin 1√
ζ
+
√
ζ − 1
16iπ∆ˇ
,
Σˇ
[0]
12 =
√
e2τ−1
−(2π)2
[
ReΠ(eτ , ieτ )−Π(−eτ , ieτ )+K(ie
τ )
sh τ
]
,
δΣˇ
[1]
13 =
i
√
ζ − 1
16π∆ˇ
, δΣˇ
[2]
23 =
(2/3− ζ)
2∆ˇ2
Σˇ
[0]
12 −
√
1−e−2τ
24π2
×
[E(ieτ )−eτ ch τK(ieτ )] , δΣˇ[2]33 =
√
1−e−2τ
24π2∆ˇ
× [E(ieτ )
+ coth τ K(ieτ )] , δΣˇ
[3]
33 =
(ζ−2)√ζ−1 + ζ2 asin 1√
ζ
64iπ∆ˇ3
(18)
ou` Σˇ
[n]
ij (δΣˇ
[n]
ij ) est le coefficient de qˇ
n dans le de´veloppement
limite´ de Σˇij (δΣˇij). Les trois premie`res identite´s figurent de´ja`
dans [12, 13]. L’accent tche`que signale l’adimensionnement
des e´nergies par µ (∆ˇ = ∆/µ), des nombres d’onde par k0
(qˇ = q/k0) et des Σij par k
3
0/µ. On a utilise´ les expressions
de plusieurs inte´grales sur k en termes d’inte´grales elliptiques
comple`tesK , E et Π de premie`re, seconde et troisie`me espe`ce
[37], en particulier celles donne´es dans la re´fe´rence [38], apre`s
avoir pose´ sh τ = 1/∆ˇ pour abre´ger.4 Nous obtenons finale-
ment le comportement des fonctions de re´ponse a` faible q :
χˇρρ
ν fixe´
=
q→0
2qˇ2δΣˇ
[2]
33 + 2qˇ
3
[
δΣˇ
[3]
33
+
2Σˇ
[0]
12δΣˇ
[1]
13δΣˇ
[2]
23 − Σˇ[1]22δΣˇ[1]213 − Σˇ[−1]11 δΣˇ[2]223
Σˇ
[−1]
11 Σˇ
[1]
22 − Σˇ[0]212
]
+O(qˇ4)(19)
χ|∆|ρ
ν fixe´
=
q→0
qˇ
Σˇ
[−1]
11 δΣˇ
[2]
23 − Σˇ[0]12δΣˇ[1]13
Σˇ
[−1]
11 Σˇ
[1]
22 − Σˇ[0]212
+O(qˇ2) (20)
ou` χρρ est exprime´ en unite´s de k
3
0/µ et χ|∆|ρ est naturelle-
ment sans dimension. Une de´pendance plus explicite en la fre´-
quence re´duite ν est obtenue en passant a` la limite η → 0+
comme dans l’e´quation (15) :
asin
1√
ζ
=
η→0+


−i argsh 1√−ν si ν < 0
pi
2 − i argch 1√ν si 0 < ν < 1
asin 1√
ν
si 1 < ν
(21)
√
ζ − 1 =
η→0+
{
i
√
1− ν si ν < 1√
ν − 1 si ν > 1 (22)
4. On a aussi utilise´, pour x ≥ 0, E(ix) = √1+x2E(x/√1+x2)
et K(ix) = K(x/
√
1+x2)/
√
1+x2 [37]. Ainsi, par exemple,∫ +∞
0
dkˇ kˇ
2ξˇk
εˇ3
k
= K(ieτ )
√
e2τ−1/2.
Elle permet de ve´rifier que le coefficient χˇ
[3]
ρρ de la contribution
d’ordre qˇ3 dans (19) et celui χ
[1]
|∆|ρ de la contribution d’ordre qˇ
dans (20) ont une partie imaginaire nulle pour ν < 0 (comme
il se doit, la densite´ d’e´tats du continuum de paire brise´e e´tant
alors nulle) et une partie re´elle nulle pour ν > 1. Ces coeffi-
cients ont une limite finie et re´elle en ν = 0, atteinte lentement
(logarithmiquement, avec un e´cart variant comme 1/ ln |ν|),
lim
ν→0
χˇ[3]ρρ(ν) = −
1
16π∆ˇ3
− 32π∆ˇ[δΣˇ[2]23(ν = 0)]2 (23)
lim
ν→0
χ
[1]
|∆|ρ(ν) = 16π∆ˇ δΣˇ
[2]
23(ν = 0) (24)
ce qui donne naissance a` une structure pointue, a` tangente ver-
ticale, dans la de´pendance en ν, comme dans la re´fe´rence [12] ;
ils pre´sentent en ν = 1 une singularite´ en |ν−1|1/2, sur la par-
tie re´elle pour ν → 1−, sur la partie imaginaire pour ν → 1+,
ce qui donne lieu cette fois a` un banal point anguleux a` tan-
gente verticale (voir la figure 2 a` venir).
Analysons physiquement les re´sultats (19,20). D’abord, le
terme dominant (d’ordre q2) dans la fonction de re´ponse den-
site´-densite´ n’a gue`re d’inte´reˆt pour notre e´tude : il est insen-
sible au mode du continuum puisque les fonctions Σij(z,q),
meˆme apre`s prolongement au demi-plan complexe infe´rieur,
ne comportent aucun poˆle. Heureusement, il constitue un fond
inde´pendant de la fre´quence re´duite ν, comme on peut le ve´rifier
sur l’e´quation (18) ; il est donc possible de s’en de´barrasser
expe´rimentalement en conside´rant la diffe´rence
χˇρρ(qˇ, ν)− χˇρρ(qˇ, ν0) (25)
ou` ν est la variable courante et ν0, la fre´quence re´duite de
re´fe´rence, est fixe´e. On remarque aussi que ce fond en q2 est
re´el, si bien qu’il ne contribue pas a` la partie imaginaire de
χ|∆|ρ, qui est souvent ce que l’on mesure vraiment dans l’expe´-
rience [20]. En revanche, le terme sous-dominant (d’ordre q3)
dans χρρ est sensible au mode du continuum : comme il con-
tient des fonctionsΣij au de´nominateur, son prolongement an-
alytique au demi-plan complexe infe´rieur a` travers l’intervalle
ν ∈ [0, 1] admet un poˆle en ζ = ζ0, ou` le nombre complexe
ζ0 est celui de l’e´quation (13), avec un re´sidu non nul, voir la
figure 1(a). La meˆme conclusion s’impose pour le terme dom-
inant (d’ordre q) dans la fonction de re´ponse module-densite´,
voir la figure 1(b).5 6
5. Le prolongement analytique de ζ 7→ χˇ[3]ρρ et ζ 7→ χ[1]|∆|ρ du
demi-plan supe´rieur au demi-plan infe´rieur est effectue´ en passant
a` travers l’intervalle [0, 1] (reliant leurs singularite´s en ν = 0 et
ν = 1 sur l’axe re´el) par les substitutions asin 1√
ζ
→ π− asin 1√
ζ
et
√
ζ − 1 → −√ζ − 1 comme dans la re´fe´rence [12]. Le pro-
longement analytique du de´nominateur au second membre des
e´quations (19) et (20) donne pre´cise´ment la fonction de [12] dont
ζ0 est racine. Il n’y a pas d’autre intervalle de prolongement a` con-
side´rer car le de´nominateur de χˇ
[3]
ρρ et χ
[1]
|∆|ρ (e´tendu a` C \ R par
les relations Σij(z) = [Σij(z
∗)]∗) n’a de ligne de coupure ni pour
ν ∈]−∞, 0] (par annulation de la densite´ d’e´tats du continuum de
paire brise´e) ni pour ν ∈ [1,+∞[ (par compensation des discon-
tinuite´s de Σˇ
[−1]
11 et Σˇ
[1]
22 sur cette demi-droite, qui sont un simple
changement de signe).
6. Le prolongement analytique des fonctions Σij(z) de Im z > 0 a`
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Fig. 1. Poids spectral complexe du mode du continuum dans les
fonctions de re´ponse densite´-densite´ (colonne a) et module-densite´
(colonne b), c’est-a`-dire re´sidu Zρρ ou Z|∆|ρ du prolongement
analytique de χρρ(q, z/~) ou de χ|∆|ρ(q, z/~) de Im z > 0
a` Im z < 0 (a` travers l’intervalle entre leurs deux premie`res
singularite´s sur R+) en le poˆle zq (e´nergie complexe du mode),
en fonction du nombre d’onde q, du coˆte´ µ > 0 du croisement
CBE-BCS (11), pour ∆ˇ = 1/2 (ligne 1) et ∆ˇ = 2 (ligne
2). Les re´sidus ont e´te´ divise´s par la puissance de q assurant
l’existence d’une limite finie et non nulle en q = 0. En noir :
partie re´elle ; en rouge : partie imaginaire. Cercles relie´s en
pointille´ : re´sultats nume´riques tire´s des formes ge´ne´rales (12) ;
le prolongement analytique est effectue´ comme dans [12, 13] par
la me´thode des densite´s spectrales de la re´fe´rence [39], voir notre
note 6. Tirete´s horizontaux : limite en q = 0, tire´e des re´sultats
analytiques (19,20) prolonge´s comme dans la note 5. Accent
tche`que : adimensionnement de ∆ par µ (∆ˇ = ∆/µ), de q par
k0 = (2mµ)
1/2/~, de Zρρ par k
3
0 et de Z|∆|ρ par µ.
Cependant, les mesures physiques ont lieu sur l’axe re´el des
pulsations. Aussi avons-nous repre´sente´ χˇ
[3]
ρρ et χ
[1]
|∆|ρ en fonc-
tion de la fre´quence re´duite ν sur la figure 2, pour deux valeurs
de la force des interactions. Les structures e´troites espe´re´es de-
vraient se trouver sur l’intervalle de prolongement analytique
ν ∈ [0, 1], au-dessus du poˆle ζ0 donc pre`s de la ligne verticale
en trait plein vert. Pour ∆ˇ = 1/2, on est dans le cas favor-
ableRe ζ0 ∈ [0, 1] ; or, χˇ[3]ρρ pre´sente, sur l’intervalle [0, 1], une
structure en forme d’e´paule avec un maximum et un minimum,
aussi bien sur sa partie re´elle que sur sa partie imaginaire ; en-
coremieux, χˇ
[1]
|∆|ρ pre´sente, sur le meˆme intervalle, un pic assez
net sur sa partie re´elle, il est vrai assez loin de la ligne verte, et
un creux assez net sur sa partie imaginaire, proche de la ligne.
Pour ∆ˇ = 2, on est dans le cas de´favorable Re ζ0 < 0 ; les
fonctions de re´ponse devraient donc garder la trace du mode
Im z < 0 est donne´ parΣij↓(z) = Σij(z)− 2ipi(2pi)3 ρij(z) en termes
des densite´s spectrales de´finies sur R+ par ImΣij(ε + i0
+) =
− pi
(2pi)3
ρij(ε) [39], qu’il suffit ici de connaıˆtre sur l’intervalle de
prolongement entre les deux premiers points de branchement 2∆
et ǫ2(q) [12]. Alors ρ13(ε) = (
2m
~2
)2 piε
2q
K(i shΩ), ρ23(ε) = 0,
ρ33(ε) = (
2m
~2
)2 pi∆
q
E(i shΩ), avec Ω = argch ε
2∆
. Les autres
ρij(ε) figurent dans les re´fe´rences [12, 13].
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Fig. 2. Premier coefficient sensible au mode du continuum
dans le de´veloppement a` faible nombre d’onde q (19, 20) des
fonctions de re´ponse densite´-densite´ (colonne a, ordre q3) et
module-densite´ (colonne b, ordre q), en fonction de la fre´quence
re´duite ν de l’e´quation (14), du coˆte´ µ > 0 du croisement
CBE-CBS (11), pour ∆ˇ = 1/2 (ligne 1) et ∆ˇ = 2 (ligne 2). Trait
plein noir : partie re´elle ; trait plein rouge : partie imaginaire.
Pointille´s verticaux : positions ν = 0 et ν = 1 des singularite´s.
Ligne verticale verte : partie re´elle re´duite Re ζ0 de l’e´nergie
du mode du continuum. Les extre´ma indique´s par une fle`che
sont une marque physique du mode du continuum sur l’axe re´el
des fre´quences (voir le texte et la figure 3). Accent tche`que :
adimensionnement de ∆ par µ, de q par k0 = (2mµ)
1/2/~, de
χρρ(q, ω) par k
3
0/µ ; χ|∆|ρ(q, ω) est de´ja` sans dimension.
du continuum sur l’intervalle ν ∈ [0, 1] seulement au travers
de l’aile de la re´sonance complexe associe´e, et non plus sous
forme d’extre´ma ; malheureusement, les structures observe´es
restent essentiellement les meˆmes que pour ∆ˇ = 1/2, ce qui
jette un doute sur leur lien avec le mode du continuum.7
Pour voir ce qu’il en est vraiment, nous effectuons un pro-
longement analytique des coefficients χˇ
[3]
ρρ(ζ) et χ
[1]
|∆|ρ(ζ) au
demi-plan complexe infe´rieur Im ζ < 0 comme dans la note 5,
puis nous repe´rons la position des extre´ma de la partie re´elle
ou de la partie imaginaire de ces coefficients, c’est-a`-dire leur
abscisse νR, sur la droite horizontale ζ = νR+iνI d’ordonne´e
fixe´e νI , et nous trac¸ons enfin le lieu de ces extre´ma lorsque
νI varie dans l’intervalle ] Im ζ0, 0], voir la figure 3. Ce lieu est
la re´union de lignes continues (ses composantes connexes) ;
certaines, mais pas toutes8, convergent vers le poˆle ζ0.
9 Tout
7. QuandRe ζ0 < 0, il ne faut pas en ge´ne´ral espe´rer voir de pic ou de
creux associe´ au mode du continuum dans les fonctions de re´ponse
sur l’intervalle ν ∈] −∞, 0[. En effet, cet intervalle physique est
se´pare´ du poˆle par le bout de la ligne de coupure [0, 1] qu’il a fallu
rabattre sur ] − ∞, 0] pour effectuer le prolongement analytique,
l’autre bout e´tant rabattu sur [1,+∞[.
8. Une ligne de maxima et une ligne de minima de Reχ (Imχ) peu-
vent converger en un point d’arreˆt ou` Re ∂2νRχ=0 (Im∂
2
νRχ=0).
9. En ζ0, on s’attend en ge´ne´ral a` voir converger une ligne de minima
et une ligne de maxima de la partie re´elle et de la partie imaginaire,
soit quatre lignes au total. En effet une fonction me´romorphe f(ζ)
au voisinage de son poˆle ζ0 est e´quivalent a` Z/(ζ − ζ0), ou` Z est
le re´sidu. Des de´compositions en partie re´elle et imaginaire Z =
a+ ib, ζ − ζ0 = x+ iy, et du changement d’e´chelle x = yX , ou`
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Fig. 3. Lieu des extre´ma des fonctions de la partie re´elle νR 7→
Reχ[n]↓(ζ = νR + iνI) (en noir) et νR 7→ Imχ[n]↓(ζ = νR + iνI)
(en rouge) lorsque la partie imaginaire νI de ζ varie. Ici χ
[n]↓(ζ)
est le coefficient de qn dans le de´veloppement a` faible q de
la susceptibilite´ χ(q, ω) a` ν fixe´ dans (14), voir les e´quations
(19,20), prolonge´ analytiquement de Im ζ > 0 a` Im ζ < 0 a`
travers ν ∈ [0, 1] comme l’indique la fle`che ↓ dans la notation χ↓.
Colonne (a) : χ = χρρ et n = 3 ; colonne (b) : χ = χ|∆|ρ et
n = 1. Le gaz de fermions est dans le croisement CBE-BCS du
coˆte´ µ > 0 : ∆/µ = 1/2 (ligne 1) et ∆/µ = 2 (ligne 2). Trait
plein : l’extre´mum est un maximum. Tirete´ : l’extre´mum est un
minimum. Croix bleue : e´nergie complexe re´duite ζ0 du mode du
continuum. Pointille´s verticaux : positions ν = 0 et ν = 1 des
singularite´s de χ[n](ν) sur l’axe re´el.
extre´mum de χˇ
[3]
ρρ ou χ
[1]
|∆|ρ sur l’axe re´el ν ∈]0, 1[ relie´ con-
tinuˆment au poˆle par une de ces lignes est indubitablement une
marque physique du mode du continuum, observable dans la
fonction de re´ponse associe´e ; les autres extre´ma sur l’axe re´el
n’en sont pas. D’ou` le verdict sur la figure 2 : pour ∆ˇ = 1/2,
seuls le maximum deRe χˇ
[3]
ρρ , le maximum de Im χˇ
[3]
ρρ , le maxi-
mum deReχ
[1]
|∆|ρ et le minimum de Imχ
[1]
|∆|ρ sur ν ∈]0, 1[ sont
des marques physiques du mode du continuum ; pour ∆ˇ = 2,
c’est le cas seulement du maximum de Re χˇ
[3]
ρρ , du maximum
de Im χˇ
[3]
ρρ et du maximum de Reχ
[1]
|∆|ρ sur ν ∈]0, 1[.
En de´finitive, il reste a` voir jusqu’a` quel point on peut ex-
traire la position et le poids spectral du mode du continuum de
mesures des fonctions de re´ponse sur l’intervalle de fre´quence
re´duite ν ∈ [0, 1]. A` cette fin, nous proposons un ajustement
tre`s simple des susceptibilite´s χ(q, ω) par la somme de la con-
tribution du poˆle du mode collectif et d’un fond affine lente-
y > 0 est la distance de la droite horizontale ζ = νR+iνI au poˆle,
nous tirons f(ζ) ∼ y−1( aX+b
X2+1
+ i bX−a
X2+1
). Or, pour tout u ∈ R,
la fonction X 7→ (X + u)/(X2 + 1) admet sur R un minimum
en −u − √1 + u2 et un maximum en −u + √1 + u2. Donc, si
a 6= 0 (b 6= 0), on voit converger vers ζ0 deux lignes d’extre´ma de
la partie re´elle (imaginaire). Pour ∆ˇ = 1/2, la ligne des minima
de Re χˇ
[3]
ρρ arrive presque horizontalement (sur la droite, avec une
pente ≃ −a/2b) car le re´sidu est presque imaginaire pur, Zˇρρ ∼
(−0, 003 + 0, 04i)qˇ5 comme on le voit sur la figure 1(a1).
ment variable de´crivant la re´ponse large du continuum :
χ
[1]
|∆|ρ(ν)|ajust =
A
ν −B + C +Dν (A,B,C,D ∈ C) (26)
en prenant l’exemple de la re´ponse module-densite´ limite´e a`
son ordre dominant en q. La fonction d’ajustement est e´quili-
bre´e dans sa recherche de pre´cision, puisqu’elle de´crit le fond
avec le meˆme nombre de parame`tres ajustables complexes (C
et D) que la re´sonance (A et B), soit un parame`tre de plus
que dans la re´fe´rence [12]. L’ajustement est effectue´ sur un
sous-intervalle [ν1, ν2] de [0, 1] afin d’e´viter les singularite´s
aux bornes. Le re´sultat est tre`s encourageant pour la re´ponse
module-densite´, voir la figure 4(a) : on obtient une bonne ap-
proximation de l’e´nergie complexe et du poids spectral du mo-
de, meˆme pour ∆ˇ > 1, 21 ou` Re ζ0 < 0 et ou` le poˆle n’est plus
en dessous de l’intervalle de prolongement analytique (et de
mesure) ν ∈ [0, 1]. En revanche, le re´sultat est mauvais pour la
re´ponse densite´-densite´, voir la figure 4(b), sauf peut-eˆtre pour
la largeur de la re´sonance. Pour comprendre cette diffe´rence
de succe`s suivant l’observable |∆| ou ρ, nous avons calcule´ la
hauteur relative hrel de la contribution de la re´sonance sur le
fond.10 Pour ∆ˇ < 2, nous trouvons toujours que hrel > 1 pour
le module du parame`tre d’ordre, mais que hrel < 1 pour la
densite´. Par exemple, pour ∆ˇ = 1/2, h
|∆|ρ
rel ≃ 1,8 alors que
hρρrel ≃ 0,37. Le proble`me est donc que la re´sonance complexe
n’e´merge pas assez du fond dans la re´ponse densite´-densite´.
Ce proble`me devient re´dhibitoire dans la limite d’interaction
faible, ou` hρρrel → 0, alors qu’il ne se pose pas pour le module,
puisque h
|∆|ρ
rel → 2,338 . . . pour ν1 < Re ζ0, voir la section 4.
4. Dans la limite BCS d’interaction faible
Le re´gime faiblement attractif kF a→ 0−, bien que peu per-
tinent pour les expe´riences d’atomes froids, pre´sente un certain
inte´reˆt the´orique : c’est en effet la` que la the´orie BCS utilise´e
est la plus quantitative et la plus fiable. Une fac¸on astucieuse de
prendre la limite continue de notre mode`le sur re´seau corres-
pond a` la chaıˆne d’ine´galite´s 0 < −a ≪ b ≪ 1/kF : on peut
continuer a` remplacer le domaine d’inte´grationD par R3 dans
la de´finition des Σij , mais comme |a|/b≪ 1, l’interaction en-
tre fermions est de´sormais dans le re´gime de Born de la the´orie
de la diffusion, si bien que l’on peut approximer g0 par g dans
la matrice (8),
g0 → g (27)
et que le de´placement de champ moyen de Hartree subsiste
dans le spectre BCS, avec ξk = Ek − µ + ρg/2. A` l’ordre un
en kFa, l’e´quation d’e´tat du gaz a` tempe´rature nulle contient
justement ce terme de Hartree, µ = εF +ρg/2 ; le spectre BCS
correspondant vaut simplement εk = [(Ek − εF )2 + ∆2]1/2,
en accord avec la re´fe´rence [11], et atteint son minimum au
nombre d’onde k0 = kF .
10. La fonction χ(ν) e´tant donne´e, on de´finit le fond par F (ν) =
χ(ν)−Z0/(ν− ζ0), ζ0 e´tant le poˆle du prolongement analytique
de χ au demi-plan complexe infe´rieur et Z0 le re´sidu associe´.
Alors hrel = |Z0/(ν0−ζ0)|/|F (ν0)| avec ν0 = max(ν1,Re ζ0).
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Fig. 4. Extraction de l’e´nergie complexe du mode du continuum
et de son poids spectral par un ajustement a` quatre parame`tres
complexes (26) des fonctions de re´ponse χ(q, ω) dans le
croisement CBE-BCS (du coˆte´ µ > 0). (a) Par ajustement
du coefficient χˇ
[1]
|∆|ρ(ν) de qˇ dans le de´veloppement (20)
de la fonction de re´ponse module-densite´. (b) Idem pour le
coefficient χˇ
[3]
ρρ(ν) de qˇ
3 dans (19). En noir (rouge) : partie re´elle
(imaginaire) du coefficient ζ0 dans le de´part quadratique (13)
de l’e´nergie complexe. En vert : poids spectral Π0 du mode
dans la fonction de re´ponse conside´re´e (c’est le module du
re´sidu du prolongement analytique de χˇ[n] en ζ0, si bien que
Π0 = limqˇ→0 ∆ˇ|Zˇ|∆|ρ|/qˇ3 dans (a) et Π0 = limqˇ→0 ∆ˇ|Zˇρρ|/qˇ5
dans (b), ou` les Zˇ sont ceux de la figure 1). Trait plein : valeurs
exactes. Tirete´ : valeurs tire´es de l’ajustement sur l’intervalle
de fre´quence re´duite ν ∈ [1/10, 9/10]. Pointille´ : idem pour
ν ∈ [1/5, 4/5]. L’intervalle d’ajustement a e´te´ discre´tise´ en 60
points re´gulie`rement espace´s. Noter le facteur 100 sur Π0 dans
(b).
Les expressions (12) des fonctions de re´ponse obtenues pour
g0 = 0 ne suffisent plus. Recalculons-les en partant des expres-
sions ge´ne´rales (9,10) et en y effectuant la substitution (27). En
proce´dant comme dans la note 2, nous obtenons11
χρρ =
2
∣∣∣∣∣
Σ11 Σ12 Σ13
Σ12 Σ22 Σ23
Σ13 Σ23 Σ33
∣∣∣∣∣
detM
, χ|∆|ρ =
∣∣∣∣ Σ11 Σ13Σ12 Σ23
∣∣∣∣
detM
(28)
en sous-entendant que les χ sont e´value´s en (q, ω) et lesΣij en
(z = ~ω + i0+,q). Or, le de´terminant detM est une fonction
line´aire du troisie`me vecteur colonne deM , si bien que
detM =
∣∣∣∣ Σ11 Σ12Σ12 Σ22
∣∣∣∣− g
∣∣∣∣∣
Σ11 Σ12 Σ13
Σ12 Σ22 Σ23
Σ13 Σ23 Σ33
∣∣∣∣∣ (29)
En divisant (28) haut et bas par le premier terme au second
membre de (29), nous faisons apparaıˆtre les susceptibilite´s (12)
obtenues pour g0 = 0, que nous notons χ
g0=0, et qui permet-
tent donc d’e´crire tre`s simplement les susceptibilite´s cherche´es
a` g0 = g non nul :
χρρ =
χg0=0ρρ
1− g2χg0=0ρρ
, χ|∆|ρ =
χg0=0|∆|ρ
1− g2χg0=0ρρ
(30)
Les formes (30) sont typiques de la the´orie de la RPA [40], a`
laquelle notre the´orie BCS de´pendant du temps line´arise´e est
11. Dans le de´terminant de Cramer 3× 3 au nume´rateur de χ|∆|ρ, on
ajoute a` la troisie`me colonne la deuxie`me multiplie´e par g pour se
ramener a` un de´terminant 2× 2.
e´quivalente a` des fluctuations quantiques entrantes pre`s [35].
De telles formes (mais pas les expressions explicites que nous
en donnons) apparaissent de´ja` dans les re´fe´rences [25, 26].
Il est donc facile de reprendre l’e´tude des fonctions de re´-
ponse au voisinage du mode du continuum a` faible nombre
d’onde, en faisant tendre q vers ze´ro a` fre´quence re´duite ν
fixe´e comme dans (14). Comme χg0=0ρρ (q, ω) varie alors au
second ordre en q, les de´nominateurs dans (30) peuvent eˆtre
approxime´s par 1 et les re´sultats (19,20) se transposent directe-
ment. De manie`re remarquable, toute la discussion a` faible q de
la section 3 est en fait inde´pendante de la valeur pre´cise de g0
et s’applique aussi au cas g0 = g, exception faite bien suˆr de la
valeur de la fonction ξk et du spectre BCS εk, ainsi que de la
position k0 de son minimum.
Dans la pre´sente limite kFa → 0−, le parame`tre d’ordre a`
l’e´quilibre tend exponentiellement vers ze´ro, ∆/εF ∼ 8e−2
exp(−π/2kF |a|) selon la the´orie BCS [41]. Ceci permet de
simplifier grandement nos re´sultats. Donnons ainsi le coeffi-
cient de qˇ3 et de qˇ dans les de´veloppements limite´s (19,20) des
fonctions de re´ponse a` l’ordre dominant en∆ :12
χˇ[3]ρρ(ν) ∼
∆ˇ→0
(ζ − 2)√ζ − 1 + ζ2 asin 1√
ζ
− 2(ζ−1)
asin 1√
ζ
32iπ∆ˇ3
(31)
χˇ
[1]
|∆|ρ(ν) ∼
∆ˇ→0
2
iπ
[
1 + ζ ln ∆ˇ8e
ζ asin 1√
ζ
+
√
ζ − 1 −
1
2 ln
∆ˇ
8e
asin 1√
ζ
]
(32)
ou` les e´nergies sont cette fois en unite´s de εF (∆ˇ = ∆/εF )
et les nombres d’onde en unite´s de k0 = kF (qˇ = q/kF ). A`
cet ordre, au contraire de la re´ponse en module, la re´ponse en
densite´ ne pre´sente plus de poˆle dans son prolongement ana-
lytique donc ne porte aucune trace du mode du continuum13 ;
d’ailleurs, sur l’intervalle ouvert ν ∈]0, 1[, sa partie re´elle (ima-
ginaire) est une fonction purement croissante (de´croissante) de
ν, sans extre´mum, en contraste avec la figure 2(a1).
5. Conclusion
A` tempe´rature nulle, dans l’approximation BCS de´pendant
du temps, nous avons calcule´ la re´ponse line´aire d’un gaz su-
perfluide de fermions de spin 1/2 a` une excitation de Bragg
de vecteur d’onde q et de pulsation ω, comme on sait bien en
re´aliser dans une expe´rience d’atomes froids. Pour un poten-
tiel chimique µ > 0, nous avons e´tudie´ cette re´ponse analy-
tiquement dans la limite des faibles nombres d’onde q → 0,
l’e´cart de ~ω au bord 2∆ du continuum de paire brise´e e´tant
mis a` l’e´chelle ∝ q2 de celui de l’e´nergie complexe zq du
mode du continuum, mode a` ce jour inobserve´. Dans le croise-
ment CBE-BCS ou` le parame`tre d’ordre ∆ est comparable a`
µ, le mode du continuum est a` l’origine de pics ou de creux en
12. On utilise la section 4.6.3 de la re´fe´rence [13] pour Σ12 et le
de´veloppement connu des inte´grales elliptiques pour le reste. Les
de´veloppements (19,20) supposent que qξ ≪ 1 donc qˇ ≪ ∆ˇ,
d’ou` l’ordre des limites q → 0 puis∆→ 0.
13. Il faut de´velopper χˇ
[3]
ρρ(ζ) a` l’ordre ∆ˇ
−1 pour trouver un
poˆle dans son prolongement analytique, de re´sidu ζ
(0)
0 (1 +
ζ
(0)
0 ln
∆ˇ
8e
)2/(2iπ3∆ˇ
√
ζ
(0)
0 − 1) avec ζ(0)0 ≃ 0, 2369−0, 2956i.
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fre´quence dans les fonctions de re´ponse en densite´ et en mo-
dule du parame`tre d’ordre. Un ajustement simple de ces fonc-
tions par la somme d’une re´sonance complexe et d’un fond
affine en fre´quence permet d’estimer l’e´nergie complexe zq et
le poids spectral du mode, avec une bonne pre´cision pour la
re´ponse en module, meˆme lorsque Re zq < 2∆ donc que le
mode n’est pas sous l’intervalle de prolongement analytique
(dans la the´orie) et de mesure (dans l’expe´rience). Ceci laisse
augurer une observation prochaine.
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